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Construction de Triplets Spectraux a` Partir de Modules de Fredholm
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Re´sume´ – Soit (A,H, F ) un module de Fredholm p-sommable, ou` l’alge`bre A = CΓ est engendre´e par
un groupe discret Γ d’e´le´ments unitaires de L(H) qui est de croissance polynomiale r. On construit alors
un triplet spectral (A,H, D) de sommabilite´ q pour tout q > p + r + 1 avec F = signD. Dans le cas ou`
(A,H, F ) est (p,∞)-sommable on obtient la (q,∞)-sommabilite´ de (A,H, D) pour tout q > p+ r + 1.
Abstract – Let (A,H, F ) be a p-summable Fredholm module where the algebra A = CΓ is generated by
a discrete group of unitaries in L(H) which is of polynomial growth r. Then we construct a spectral triple
(A,H, D) with F = signD which is q-summable for each q > p+r+1. In case (A,H, F ) is (p,∞)-summable
we obtain (q,∞)-summability of (A,H, D) for each q > p+ r + 1.
Abridged English Version
In [2, The´ore`me 3] A. Connes showed the following theorem which we quote as stated in [3, IV.
Theorem 4]:
Theorem. Let A be a C∗-algebra, (H, F ) a Fredholm module over A and A ⊆ A a countably
generated subalgebra such that, for each a ∈ A,
[F, a] ∈ Li1/2(H). (1)
Then there exists a self-adjoint unbounded operator D in H such that
(D1) SignD = F ,
(D2) [D, a] is bounded for any a ∈ A,
(D3) Trace (e−D
2
) <∞.
Here, Li1/2(H) is the ideal of all compact operators on H whose singular values {µn}
∞
n=0
satisfy µn = O((log n)
−1/2) as n → ∞. Similarly Li(H) is characterized by the property µn =
O((log n)−1). The algebra B = {T ∈ A : [F, T ] ∈ Li1/2(H)} is symmetric and stable under
holomorphic functional calculus so that one can enlarge A and assume that it is generated by a
countable discrete group of unitaries, Γ.
For simplicity we shall start from this point of view. We suppose that A = CΓ, where Γ is a
discrete group of unitaries in L(H) which is of polynomial growth r. Moreover, we assume that
(A,H, F ) is a p-summable (respectively (p,∞)-summable) Fredholm module over A, i. e.,
[F, a] ∈ Lp(H) (respectively L(p,∞)(H)) for all a ∈ A. (2)
We show that we can find an unbounded self-adjoint operator D satisfying (D1), (D2), and, for
each q > p+ r + 1,
(D3’) (1 +D2)−q/2 ∈ L1(H) or
(D3”) (1 +D2)−q/2 ∈ L(1,∞)(H), respectively.
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The triple (A,H, D) is called a q-summable spectral triple (and (q,∞)-summable in case (D3”)).
Spectral triples are sometimes called unbounded Fredholm modules.
Our proof essentially follows the original idea of Connes; additional ingredients are
• a characterization of those selfadjoint operators |D| for which which both [|D|, a] and [F, a]|D|
are bounded (Proposition 3),
• a different function for the nonlinear transformation (see below), and
• a theorem of Rotfel’d to estimate the singular values of D.
If Γ is finitely generated then boundedness of [D, a] will even hold for all a ∈ C1(Γ), cf. [2,
De´finition 5].
Nous rappelons qu’une fonction longueur L sur un groupe discret Γ est une application L : Γ→
[0,∞) qui ve´rifie, pour tous g, h ∈ Γ,
L(gh) ≤ L(g) + L(h), L(g−1) = L(g), L(1) = 0.
Si, de plus, le cardinal de l’ensemble Bk = {g ∈ Γ : L(g) ≤ k}, k ∈ N0, est O((1 + k)
r), alors Γ est
dit de croissance polynomiale d’ordre r.
Soit p > 1 un nombre re´el. Un module de Fredholm p-sommable (respectivement (p,∞)-
sommable), est un triplet (A,H, F ) ou` A est une alge`bre unife`re, H est un espace de Hilbert avec
une repre´sentation pi : A → L(H), et F = F ∗ ∈ L(H) est un ope´rateur satisfaisant F 2 = I et, pour
tout a ∈ A,
[F, a] ∈ Lp(H) (resp. [F, a] ∈ L(p,∞)(H)). (3)
On parle d’un module de Fredholm θ-sommable, si (3) est remplace´ par (1).
Un triplet spectral p-sommable (respectivement (p,∞)-sommable) (A,H, D) est constitue´ d’une
alge`bre unife`re A, repre´sente´ sur un espace de Hilbert H, et d’un ope´rateur autoadjoint D a`
re´solvante compacte tel que, pour tout a ∈ A,
[D, a] ∈ L(H)
et
(1 +D2)−p/2 ∈ L1(H) (resp. (1 +D2)−p/2 ∈ L(1,∞)(H)). (4)
Si la condition (4) est remplace´e par
e−D
2
∈ L1(H)
on parle de θ-sommabilite´.
1. Proposition. Soit (A,H, D) un triplet spectral et F = signD. Alors (A,H, F ) est un
module de Fredholm. Si (A,H, D) est p-sommable (resp. (p,∞)-sommable, resp. θ-sommable)
alors (A,H, F ) est p-sommable (resp. (p,∞)-sommable, resp. θ-sommable).
De´monstration. Sans restreindre le cas ge´ne´ral on peut supposer que D est inversible. En
utilisant la formule T−1/2 = 1pi
∫∞
0
λ−1/2(λ+ T )−1 dλ on montre que
[F, a] =
1
pi
∫ ∞
0
λ−1/2D[(λ +D2)−1, a] dλ+ [D, a]|D|−1
=
1
pi
∫ ∞
0
(
λ1/2(λ+D2)−1[D, a](λ+D2)−1 − λ−1/2D(λ+D2)−1[D, a](λ+D2)−1D
)
dλ.
2
Puisque tout e´le´ment de l’alge`bre syme´trique A est la somme d’un e´le´ment autoadjoint et d’un
e´le´ment anti-autoadjoint on peut supposer que [D, a] est autoadjoint.
En utilisant les ine´galite´s −‖[D, a]‖ ≤ [D, a] ≤ ‖[D, a]‖ et la formule pour l’inverse de la racine,
on obtient
−‖[D, a]‖|D|−1 ≤ [F, a] ≤ ‖[D, a]‖|D|−1.
De la` de´coule la proposition. 
Re´ciproquement, Connes [1] et Voiculescu [7] ont montre´ qu’il existe des obstructions a` l’existence
de triplets spectraux (A,H, D) de sommabilite´ finie associe´s a` une alge`bre donne´e, A. En partic-
ulier, si Γ est un groupe discret non-moyennable, alors il n’existe pas de triplet spectral de somma-
bilite´ finie associe´ a` une sous-alge`bre dense de C∗red(Γ). Il y a meˆme des obstructions pour un
groupe resoluble de croissance exponentielle (donc moyennable). D’autre part, si Γ est de type fini
et de croissance polynomiale r alors on peut trouver un triplet (A,H, D) pour A = CΓ,H = l2(Γ).
En effet D est l’ope´rateur positif agissant par multiplication par la fonction longueur L, et l’on a
(1 +D2)−p/2 ∈ L1(H) pour tout p > r + 1.
Le re´sultat principal de cette Note est le the´ore`me suivant.
2. The´ore`me. Soit Γ un groupe discret de croissance polynomiale r, repre´sente´ par des
e´le´ments unitaires sur un espace de HilbertH. Si (A,H, F ) est un module de Fredholm p-sommable
(resp. (p,∞)-sommable) avec A = CΓ, alors il existe un triplet spectral (A,H, D) de sommabilite´
q (resp. (q,∞)) pour tout q > p+ r + 1 tel que D = F |D|.
Pour le cas ou` Γ est le groupe abelien libre engendre´ par r e´le´ments il est possible d’obtenir la
sommabilite´ q resp. (q,∞) pour tout q > p+ r.
Il est essentiel, ici, que D soit lie´ a` F par D = F |D|, sinon on pourrait obtenir une meilleure
sommabilite´ selon les re´sultats mentionne´s ci-dessus.
La de´monstration suit l’ide´e de Connes. On choisit des ge´ne´rateurs u1, u2, . . . de Γ et l’on
introduit la “me´trique quantique”
G =
∑
k
ck[F, u
k]∗[F, uk] (5)
avec ck ∈ R+ et ck ≤ 2
−k‖[F, uk]‖−2 avec la norme dans Lp(H) (resp. dans L(p,∞)(H)).
On construira |D| a partir de G. En effet, on utilisera l’ope´rateur
Θ(G) = f−1Mf(G)
avec une moyennisation M et une transformation non line´aire f ; ensuite on posera D = F |D|.
Pour ve´rifier que le commutateur [D, a] est borne´ pour tout a ∈ CΓ, il est donc suffisant que [|D|, a]
et [F, a]|D| soient borne´s. Nous effectuons une observation importante :
3. Proposition. Soit T un ope´rateur autoadjoint inversible (e´ventuellement non-borne´). Alors
les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(i) [T, a] et [F, a]T sont borne´s pour tout a ∈ CΓ.
(ii) Pour chaque ope´rateur unitaire u ∈ Γ il existe une constante Cu > 0 telle que
T−1(I − CuT
−1) ≤ uT−1u∗ ≤ T−1(I + CuT
−1).
De plus il existe λ > 0 tel que T−2 ≥ λG.
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Dans un premier temps, on choisit une fonction f ∈ C∞[0, ε), ε > 0, avec f(0) = 0, f strictement
croissante et telle que l’inverse f−1 soit une fonction concave et croissante d’ope´rateurs.
Fixons aussi la fonction de poids ρ : Γ → (0, 1) donne´e par ρ(u) = exp(−(1 + L(u))) et
l’ope´rateur de moyennisation,M, defini parM(T ) =
∑
u∈Γ ρ(u)uTu
∗ pour T ∈ L(H). A l’aide de
f et M nous introduisons l’ope´rateur Θ(G) = f−1Mf(G).
Il est clair que Θ(G) est compact et positif. Supposons de plus que Θ(G) est injectif. Cela nous
permet de poser
|D| = Θ(G)−1/2 + FΘ(G)−1/2F
et D = F |D| (notons que [F, |D|] = 0).
En utilisant la proposition 3 on peut montrer que D a les proprie´te´s de´sire´es pourvu que les
trois conditions suivantes soient ve´rifie´es:
(T1) Θ(G) ≥ λG pour un λ > 0;
(T2) Θ(G)1/2(I − CuΘ(G)
1/2) ≤ uΘ(G)1/2u∗ ≤ Θ(G)1/2(I + CuΘ(G)
1/2);
(T3) Θ(G) ∈ Lq/2(H) (resp. Θ(G) ∈ L(q/2,∞)(H)), q > p+ r + 1.
La proprie´te´ (T1) est aise´ment de´montre´e. En revanche, le choix de f est essentiel pour montrer
que (T2) et (T3) sont verifie´es. Naturellement on essaiera d’atteindre une valeur de q proche de
p dans la relation (T3). D’apre`s la proposition 1 on aura q ≥ p. Cependant, il n’est pas e´vident
de de´terminer la valeur minimale de q, et il faut bien choisir f pour obtenir q > p+ r + 1. Nous
utilisons la fonction dont l’inverse est donne´ par
f−1(t) =
(
arcosh
1
t
)−2
=
(
log
(
1
t
(
1−
√
1− t2
)))−2
.
On remarque que
f−1 ∼ (log t)−2, t > 0 petit, (6)
par conse´quent, les fonctions f−1 et f sont croissantes pre`s de zero. Ensuite on utilise la car-
acte´risation de Lo¨wner [4] pour verifier que f−1 est une fonction croissante d’ope´rateurs, c’est-
a`-dire qu’on de´montre que f−1 : [0, ε) → R s’e´tend a` une fonction analytique dans le demi-plan
{z ∈ C : Im z > 0}. La relation (6) et le fait que f−1 est une fonction croissante d’ope´rateurs
entraˆınent (T2).
Finalement, on designe par {µ0(T ), µ1(T ), . . .} les valeurs singulie`res d’un ope´rateur compact,
T .
Selon un the´ore`me de Rotfel’d [5], la concavite´ de f−1 implique l’ine´galite´
N∑
m=0
µm(Θ(G))
q ≤
N∑
m=0
∑
u∈Γ
f−1(µm(ρ(u)uf(G)u
−1))q =
N∑
m=0
∑
u∈Γ
f−1(ρ(u)f(µm(G)))
q
pour tout N ∈ N. En utilisant la relation ρ(u) = exp(−(1 + L(u))), la croissance polynomiale de
Γ et le fait que f−1(t) ∼ (log t)−2, on en de´duit que
∑
m
µm(Θ(G))
q ≤ C
∑
m
µm(G)
q− 1
2
(r+1).
De cette estimation de´coule (T3) et donc l’e´nonce´ du the´ore`me.
4
Il reste a` conside´rer le cas ou` Θ(G) a un noyau non trivial duˆ a` kerG. On pose
H0 = kerΘ(G) =
⋂
u,v∈Γ
ker([F, u]v) =
⋂
u∈Γ
ker([F, u]).
Alors on peut e´crire H = H0 ⊕ H1 ou` H0 est invariant par A et F , ou` F |H0 commute avec tout
a ∈ A et ou` Θ(G) est injectif sur H1. La construction de D sur H0 sera facile: au lieu de G on
choisira un e´le´ment arbitraire G0 ∈ L
p/2(H0) (resp. L
(p/2,∞)) qui est strictement positif, ensuite
on appliquera la meˆme conside´ration que sur H1.
4. Remarque. Une construction similaire peut eˆtre utilise´e dans le cas θ-sommable.
5. Remarque. Il est e´vident que [D, a] sera borne´ pour tout a dans la comple´tion de CΓ pour
la norme
‖a‖∼ = ‖a‖L(H) + ‖[D, a]‖L(H).
Pour Γ de type fini, [D, b] sera borne´ pour tout b ∈ C1(Γ), cf. [2, De´finition 5], puisque, pour
tout a ∈ CΓ, la norme ‖[D, a]‖ peut eˆtre estime´e par c‖a‖′, ou` ‖ · ‖′ est la norme utilise´e dans la
construction de C1(Γ) et c est une constante universelle.
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